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INTRODUCTION 

La mecanique quantique est nee de la fusion de la mecanique ondulatoire de 
Schrodinger et de la mecanique des matrices de Heisenberg. Historiquement, la mecanique 
ondulatoire constitue la premiere approche, bien avant la mecanique matricielle de 
Heisenberg, elaboree pour interpreter les faits experimentaux relatifs a l'aspect ondulatoire de 
la matiere. L'hypothese de Louis de Broglie a ete l’idee de Base de cette approche. Dans cette 
approche et coniine nous l’avons deja souligner (conclusion du Chap.l), que l’etat quantique 
d’une particule materielle est caracterise par une fonction d’onde ¥(r ,t) qui conti ent toutes 
les infonnations qu’il est possible d’obtenir sur la particule. Cette fonction etant de carre 
sommable . Ce chapitre sera consacre a l’approche de Schrodinger. 

I. PAQUET D'ONDES 

1. Onde associee a une particule 

Considerons une particule libre de masse m. On lui attribue une impulsion p et elle 

possede au moins classiquement, une energie purement cinetique p / 2m. En suivant les idees 
de L. de Broglie, on va associer a cette particule une onde de vecteur d’onde k = p/ fi et de 

pulsation co = E/h qui peut etre representee par : 

'P( r ,t) = C exp i [ k.r - co( k ). t ] = C exp — [ p.r - E( p ).t ] 

H 

Si l’on dit que l’expression ci-dessus est la fonction d’onde associee a la particule 

libre, alors la densite de probabilite de presence de la particule est constante en tout point de 

2 2 

l’espace puisque l v F( r ,t)l = ICI = cte. Ceci signifie que cette particule aura la meme densite 
de probabilite en tout point de l’espace et par consequent elle n’est pas localisee dans une 
region finie de l’espace ; ce qui ne correspond pas a une situation realiste. L'expression ci- 
dessus de v F(r,t) est done incompatible avec la notion de localisation dans l’espace. En 
d’autres termes, cette fonne de 49? ,t) n’est pas de carre sommable et par consequent elle ne 
doit pas etre associer a une particule . Cette fonction ne doit pas representer une situation 
physique comine en optique, une onde plane monochromatique n'est pas physiquement 
realisable. 

II est done clair que Ton doit associer a la particule une onde decrite par une fonction 
4 / (r ,t) qui s’etend sur une distance finie dans l’espace pour que la particule soit localiser avec 
une certaine probabilite. Comment obtenir une onde d’etendue limitee spatialement ? 
Mathematiquement, cette question est resolue : il suffit d’effectuer une superposition d’ondes 
planes monochromatiques, chacune est caracterisee par son vecteur d’onde k et sa pulsation 
co; on lui donne couramment le nom de paquet d'ondes . II s’ecrit : 

4'(r,t) = (27t) _3/2 JJJ g(k) exp i [k.r - co(k).t]d 3 k 
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v P(x,0) = (2n) 1/2 ( g(k x ) exp i [k x . x] dk x 

ou g(k x ) est une fonction, a priori complexe, ne 
presentant de valeurs notables que dans un 
intervalle relativement etroit Ak centre autour 
d'une valeur k 0 et est pratiquement nulle en 
dehors de cet intervalle (Fig.l). 

II est important de noter que la forme ci-dessus de v F(x,0) entraine que g(k x ) a pour expression : 

s-l/2 




g(k x ) = (2tc) - j ^(x,0) exp -i [k x . x] dx 
On dit que v F(x,0) et g(k x ) sont transfonnees de Fourier l’une de l’autre. 



2. Inegalites spectrales et relations d’incertitude 

D’apres les proprietes de la transformation de Fourier, on montre que si g(k x ) est 
appreciable au voisinage de k 0 , la fonction 'F(xd) l’est aussi au voisinage d’un point x 0 . 
Neanmoins, l’etalement des deux voisinages est inverse cad si Ax est l’etendu de ‘F(x,0) et 




Un calcul mathematique montre en effet que Ax et Ak x sont lie par la relation : 



Ax . Ak x > 1/2 appelee Inegalite spectrale spatiale 
Cette inegalite + la relation de L. De Broglie : p x = hk x donnent ce que l’on convient d’appeler 
relation d’incertitude spatiale de Heisenberg (ou Inegalite spatiale de Heisenberg) : 

Ax . Ak x > 1/2 avec Ap x = hAk x => Ax . Ap x > h/2 

Consequences : Cette relation affirme que l’on ne peut pas connaitre en meme temps avec une 
grande precision la position et la quantite de mouvement de la particule cad si la position est 
connue avec une incertitude Ax, la quantite de mouvement est au mieux connue avec une 
incertitude Ap x = h/Ax ; Ainsi, 1’ amelioration de la precision sur la position se fait au 
detriment de celle de la quantite de mouvement et inversement. 

Remarque : Dans l’espace a 3 dimensions, on aura : 

Ax . Ap x > h/2 ; Ay . Ap y > h/2 et Az . Ap z > h/2 
A noter qu’il n’existe pas de relations analogues entre Ax et Ap y ou Ax et Ap z etc. . . 

Nous revenons en detail sur ces incertitudes de Heisenberg dans le chapitre 4. 
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3. Deplacement du paquet d'ondes. Vitesse de groupe 

Platons nous dans le cas ou seule la variable x intervient (cas a une dimension) et 
considerons une onde caracterisee par le facteur oscillant expi(k.x-cot) = expicp. Elle se 
deplace sur l'axe des x avec la vitesse v<p appelee vitesse de phase et est telle que la phase cp 

est constante dans le temps, done : kdx-codt = 0, soit : 

dx to 

dT ~ V(p ~ k 

Pour une onde electromagnetique se propageant dans le vide, on sait que oH<c; par 
consequent v 9 est egale a c et est done independante de k. II en est de meme pour un ensemble 

compose d’ondes electromagnetiques, toutes se deplacent a la vitesse c. Par contre, dans un 
milieu dispersif la situation est differente car v, p = c/n(k) ou n(/_) est l’indice du milieu qui 
varie avec la longueur d’onde X done avec le vecteur d’onde k (I k 1= 2n/X). 

Par ailleurs, il est important de remarquer que la vitesse v g n’est pas la vitesse de la 

particule. En effet, on a: v^ = co/k= E/p; or la vitesse de la particule est v=p/m et en general 

2 

E=mc (particule relativiste). On en tire : 

2 ^ , 

v. V<p = C ===> V 7- V,p 

Ceci montre, encore une fois, qu'une onde plane monochromatique ne peut pas etre associee a 
une particule. 

Considerons done le paquet d’ondes (a une dimension) compose ainsi de differentes 
ondes planes se propageant a des vitesses inegales (milieu dispersif) : 

¥(x,t) = (2n )~ l/2 1 dk g(k) exp i [ k . x - co(k) t ] ; (on a pose k x =k). 
et etudions le deplacement, au cours du temps, du centre de ce paquet c’est a dire du point, x m , 
correspondant au maximum du module de v F(x,t). Nous allons voir que, contrairement a ce 
qu'on pourrait attendre, la vitesse du point x m n’est pas la vitesse de phase moyenne coo/ko des 
differentes ondes composant le paquet. Dans la suite, nous supposerons que g(k) est une 
fonction reelle et presentant un pic prononce dont le maximum est situe en k=ko et de largeur a 
mi-hauteur Ak. 

Posons, pour alleger l’ecriture, k.x - co(k) t = (p; soit : ^(x ,t) = | dk g(k) e lCf> 

Le module de ^(xd) sera maximum lorsque les differentes ondes planes qui le 
composent interferent de maniere constructive . Les ondes a considerer sont celles d’amplitude 
la plus grande c’est a dire celles qui correspondent a k voisin de k 0 (puisque g(k) n’est 
appreciable qu'au vois inage de k 0 ). Une interference constructive se produit lorsque la phase (p 
des ondes, qui depend de k, ne varie pratiquement pas autour de k=k 0 . Cette condition, 
appelee : condition de phase stationnaire consiste done a annuler la valeur, pour k=k 0 , de la 
derivee par rapport a k de la phase (p. Ainsi sans avoir recours au calcul du module de v U(x,t), 
on peut appliquer directement cette regie pour detenniner la position du centre d’un paquet 
d'onde et par suite en deduire sa vitesse. 
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A t=0, cp= k.x et le module de v F(x,0) sera done maximum pour x = x m (t=0) = 0. 

A un instant t ulterieur, on a : (p = k.x - co(k) t et le module de 'P(x,t) sera alors 
maximum quand [0cp/3k]^ = j Co = 0 ; soit pour x = x m (t) = [dco/dk]^^ . t . 



On voit done que le centre du paquet qui etait en x=0 a l’instant t=0 est maintenant 
en : x= [dco/dk]^^ . t a l'instant t . Entre ces instants, ce centre s'est deplace avec la vitesse: 

dx,„ f doA 



dt 



dk 



k = k n 



appelee vitesse de groupe et souvent notee Vg. 



II s'agit de la vitesse avec laquelle se deplace l'abscisse du maximum du module du paquet 
d’onde; done c’est la vitesse de l’endroit ou la probability de presence de la particule, decrite 
par le paquet d’onde, est notable. 



Remarque : Dans le cas ou g(k) est une fonction complexe, on peut toujours 

ecrire g(k)=lg(k)le' a ^ avec lg(k)l son module et a(k) son argument. II faut alors tenir compte 
de l’argument a(k) dans l’application de la condition de phase stationnaire. 



Si Ton compare v g a la vitesse de phase Vq, de l’onde de vecteur d’onde ko, on a v g ^ 
v<p de sorte que l’onde et son "enveloppe" se deplacent a des vitesses differentes. Ceci est a 
l’origine de la deformation (etalement / contraction) du paquet d’ondes au cours du temps. Par 
contre lorsqu'on compare v g a la vitesse v de la particule, on trouve que ces deux vitesses 
coincident et ce, quelque soit la relation de dispersion co(k). Ainsi, seule la vitesse du groupe 
s'identifie a la vitesse du corpuscule . II est done tres convenable d’associer a un corpuscule 
materiel un paquet d’onde qui se deplace a la vitesse du corpuscule. Ce paquet d’onde est 
"localise" au point de l’espace ou se trouve le corpuscule. 

Dans l'exemple particulier de la particule libre non relativiste ou la relation de 
dispersion est simple: 



co(k) = h k 2 / 2m 
co(k 0 ) /zk 0 

on a done pour k = ko , Vq, = — = — — et 

k 0 2m 



v e = 



dco 

dk 



' k = kn 






m 



alors que v = — = — . Ceci montre que v = v g 
mm 

===> la vitesse de groupe represente done la vitesse de la particule . 



En resume, la vitesse de groupe Vg peut etre detenninee en utilisant : 

- la condition de phase stationnaire : d(p/dk=0 ; 

- ou la relation de dispersion co(k) : Vg represente la tangente a la courbe de dispersion 

- ou encore le centre du paquet : l^(x,t)l est maximum. 
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II. EQUATIONS DE SCHRODINGER (ou Equation d’onde) 

La fonction v F(r,t) decrit completement un systeme quantique, done, si 'P(r) est 
connu a l’instant to, elle est en principe connue a un instant t ulterieur (ou anterieur). dd r ,t) 
obeit done a une equation d’ evolution qui doit etre une equation differentielle du l er ordre par 
rapport au temps. 

Considerons une particule de masse m, on lui associe le paquet d’onde : 
d^rd) = (27 t) - 3/2 | | | g(k) expi[k.r- co(k). t]dk 



Pour simplifier, nous allons souvent etre amene a etudier le cas d’un paquet d’ondes a une 
dimension obtenu par superposition d’ondes planes se propageant toutes parallelement a Ox ; 
le paquet ne depend alors que de x et t ; soit : 

'P(xd) = , f g(k) exp i [k.x- co(k). t ] dk (on a pose k x =k) 



Derivons par rapport au temps : 



f^(x,t) 

at 




- ico(k). g(k) exp i [k.x- co(k). t ] dk (*) 



et derivons 2 fois par rapport a l’espace : 



5 ^ x,t) = 1 



dx z 



4Tn 



- k“ g(k) exp i [k.x- co(k). t ] dk (**) 



r 



Multiplions (*) par (-ih) et (**) par et ajoutons membre a membre, on obtient : 

2m 



-ih-^Td x,t) T(x,t) = * f [^— k 2 - hco(k)]. g(k) exp i [k.x- co(k). t ] dk 

9m J 9m 



tr d 2 



h l 



dt 2m dx z 

Or, on sait E= hco et p = ftk 



y/2n 1 2m 



— hco=? E 

2m 2m 



Done : 



-ih d'(xd) - T(x,t) = * f (-H- _ E) g(k) exp i [k.x- co(k). t ] dk 

dt 2m dx 2 \i2n J 2m 



(S) 



1) Cas d'une particule libre (non relativiste) 

1 2 

Pour une telle particule, on a : E = E c = — mv 2 = 

2 2m 

L’ equation (S) devient : 



2m 



-E = 0 



•*. ^ xur a d 2 

ih vp( x ,t) =_ - 

dt 2m dx 2 



'f(xd) 



(SI) 



C’est l’equation de Schrodinger dependante du temps d’une particule libre 
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2) Systeme soumis a des forces derivant d'un potentiel U(x,t) 

Examinons d’abord le cas ou U(x,t) = constante que l’on pose = Uo 

2 2 

L’energie de la particule est done : E = — h U 0 => — E = - U 0 

2m 2m 



L’ equation (S) devient : 

-ih|- T(x, t ) -^y^(x,t) = - U 0 [ g(k) expi[k.x- co(k).t] dk 
at 2m dx 2 sl2n 1 



Soit : 



ih^¥(x,t) = + Uo T(x,t) 

at 2m dx 2 



(S2) 



Uo T(x,t) 



C’est l’equation de Schrodinger dependante du temps d’une particule plongee dans un 
potentiel constant. 

Dans le cas ou le potentiel est quelconque, Schrodinger a propose d’etendre le resultat 
precedent en postulant que l’onde associee a la particule obeit a l’equation : 



ih^T(x,t) = ~ -^-'F(x,t) + U(x,t) T(x,t) 
at 2m dx 2 



(S3) 



C’est l’equation de Schrodinger (a 1 dimensions) dependante du temps d’une particule 
soumise a un potentiel U(x,t). 

Et qui se generalise a trois dimensions : 



a tr 

ih — 'F( f ,t) = - — AT( f ,t) + U( r ,t) V E( r ,t) 
at 2m 



ou A est l’operateur laplacien = — — h — h 

dx~ dy- dz 2 



(S’3) 



Consequence : Systeme conservatif 

Pour un tel systeme, l’energie potentiel ne depend pas du temps ; soit : U( r ,t) = U( r ). 
Cherchons des solutions a variables separees en posant : 

¥(r,t) = a>(r).f(t) 

A f , 2 

S’3 entraine : ih <D(r) — f(t) = - — f(t) AO(r) + U(?) 0(f ) . f(t) 

dt 2m 

En divisant par ®( r ). f(t), on aura : 

ih — = — AO(r)+ U(r) avec f=— f(t) 

f 2m O dt 

L’egalite n’est possible que si chacun des deux membres est egal a la meme constante 

que l’on pose = C. On aura alors : 

ih = C => f(t) = f(t 0 ) exp[- i ^ (t— to)] 
t n 

II est facile de remarquer que C est une constante homogene a une energie que l’on 
note E et f(to) est a determiner par les conditions initiales. On a alors : 
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- — AO(r)+ U(r ) 0(r ) = E <D(r ) 
2m 



(S4) 



C’est l’equation de Schrodinger independante du temps 



La solution generale dans le cas d’un systeme conservatif s’ecrit (en incluant la 
constante f(to) dans ®(r ) est : 

E 

V F( r ,t) = ©( r ) . exp[-i — (t— to)] ou ©( ? ) est solution de S4 

h 



Remarques importantes : 

❖ C=E doit etre reelle car sinon T integrate III l x P( r ,t)l d 3 r varierait au cours du temps alors 

qu’elle doit valoir 1 (ou un nombre fini). 

2 2 

♦♦♦ Avec E reelle, on aura : l v E'( r ,t)l = l©(? )l =^> la densite de probability de presence de la 
particule est independante du temps : c’est pour cette raison que V F( r ,t) decrit un etat 

stationnaire. 



❖ Tout ce qui vient d’etre explicitement demontre pour un systeme ne contenant qu'une 
particule s'etend, sans aucune difficulty, aux systemes contenant un nombre quelconque 
de particules et dont l’energie potentiel ne depend pas du temps explicitement. 



Notions preliminaires d’operateurs 

L’equation generale (S’3) de Schrodinger est en fait l’equivalent, en mecanique 
classique de la conservation de Tenergie. En effet on a en classique : 

E t = ^1+U(f,t) 

2m 

Multiplions par V F( r ,) et effectuons les remplacements suivants : 

E t par ih — et p par —V done p" par -h 2 A 
dt i 

On obtient bien T equation generale (S’3) de Schrodinger. 

On est done amene a definir les operateurs suivants : 



c 

Operateur "Energie" : ih — 

ft 

Operateur impulsion : —V cad les 3 operateurs : — — , — — 

i i 9x i 9y 



hd_ 
i d z 



auxquels s’ajoute 1’ operateur position R cad les 3 operateurs : X , Y , Z qui sont simplement 
des operateurs multiplicatifs : X v F=x x F, Y v F=y'F et Z v F=z v F. 

A partir de ces operateurs, on peut fabriquer d’autres tels que : 

h 2 

• L’ operateur de Hamilton ou Hamiltonien : H = A + U(r , t) 

2m 

li _ 

• Les operateurs moments cinetiques orbitaux : r A — V 

i 
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III. SYSTEMES SOUMIS A DES POTENTIELS PLATS 
1. Position du probleme 

On se propose de resoudre l’equation de Schrodinger pour des particules qui se deplacent 
dans des potentiels independants du temps: U( r ,t) = U( r ) (systemes conservatifs) et ayant des 
fonnes plates c'est a dire que la fonction U(r) garde des valeurs constantes dans certains 
intervalles; cette valeur pouvant etre finie ou infinie. Pour simplifier, nous supposerons que le 
potentiel ne varie qu'avec une seule coordonnee de position, par exemple x. Les fonnes de 
U(x) a considerer sont (Fig. 3 ci-dessous) : 




OO 



puits infini 



*- 

x 



Ces potentiels presentent des discontinuites et des paliers plats de largeurs variables. 
Dans la realite, les potentiels sont toujours continus et il ne faut voir dans les discontinuites 
qu'une schematisation des variations tres rapides de U(x) se produisant sur une region tres 
petite de l’espace. 

Comine fhamiltonien du systeme est independant du temps, le probleme se ramene 
done a la recherche d’ etats stationnaires . Ces etats sont represents par des fonctions d’onde, 
solutions de l’equation de Schrodinger independante du temps (Equation S4 a une dimension) : 

~ + U(x) <D(x) = E <t(x) (*) 

2m dx 2 

Le but est done de : 

- determiner les energies E possibles 

- calculer les fonctions O(x). 

2. Considerations generales 

®(x) est une fonction continue, bornee et de carre sommable c'est a dire possedant 
® (x) ®(x) dx = 1; ®(x) doit done tendre vers zero quand x tend vers l’infini. 

Dans ce cas on doit obtenir un etat discret (ou etat lie). 

Les derivees premieres de la fonction d’onde par rapport aux coordonnees spatiales 
doivent etre continues sauf dans le cas d’une discontinuity infinie de potentiel . 
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Pour un systeme, l’existence de barrieres de potentiel infinie signifie qu'en dehors de 
la region 0 < x < a la densite de probability de presence est nulle, done ®(x)=0 pour x 
n’appartenant pas a cette region. 

L'equation (*) peut s'ecrire : 



^ + f(x) O(x) = 0 avec f(x) = [E - U(x)] 

dx 2 h 2 

Le potentiel U(x) etant de forme plate (inie; soit U(x) = Constante = Uo 
===> f(x) = Constante que Ton pose = a. 

Nous sommes done amener a resoudre dans chacune des regions l’equation : 



cTO(x) 

dx 2 



+ a O(x) = 0 



avec a = constante 



et, deux cas peuvent se presenter : 

1 cas: E > U 0 ===> a est positive que Ton pose = k~, soit : 

+ k 2 O(x) = 0 

dx 2 



Solution generate : ®(x) = A e^ x + Be '^ x avec k= — ™(E-U 0 ) 




A et B sont des constantes que Ton determine par les conditions physiques et de continuity de 
la fonction ®(x). 

Dans ce cas, on voit que la fonction d’onde ®(x) presente un comportement oscillatoire . 
Remarque : 

La fonction d’onde, solution de l’equation de Schrodinger dependante du temps, s’ecrit alors : 
Y(x,t) = ®(x) e ~ iEA/h =A jik.x-E.t/fr) + B e -i(k.x + E.t/h) 

et apparait done coniine la superposition de deux ondes planes se dcplacant respectivement 
vers les x > 0 et x < 0 avec la vitesses v = hk /m. 



' 2 

2 cmc cas: E < U 0 ===> a est negative que Ton pose = - p , soit : 

d 2 P(x) 
dx 2 

Solution generate : ®(x) = A’ e^ x + B’ e - P x avec p = J~^~( U 0 - E) 

®(x) aura dans ce cas un comportement d’allure exponentielle . 

Remarque : 

Si U(x) = Uo quelque soit x appartenant a [-qo , +oo ] et si E < Uo, alors l’equation de 
Schrodinger ne possede pas de solutions physiquement acceptables puisque ®(x) diverge 
obligatoirement quand x — >±oo . Autrement dit, il n’existe pas de particule possedant une 
energie inferieure au potentiel Uo quand ce dernier est constant sur tout l’axe des abscisses. 



p 2 0(x) = 0 
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3. Exemples d'application 

a. Marche depotentiel 

Soit un ensemble de particules soumis a une marche de potentiel (Fig.4) c'est a dire 
une discontinuite de potentiel en un point que Ton peut choisir cornme origine de l'axe des 




et dans chacune des regions, on distingue les deux cas: E - U 0 > 0 et E - Uo < 0. Nous 
ecartons le cas E < 0 car il conduit a des solutions non bornees et done non acceptables 
physiquement. Nous supposons que la particule se deplace vers les x croissants. 



i) Cas ou E - U n > 0 

Prevision classique: toutes les particules doivent franchir la barriere Uo- 
En quantique, on resout l’equation de Schrodinger : 

d 2 0(x) 2m r _, T j / x n 

^ + — [E - U(x)] O(x) = 0 

dx 2 h 2 



Region I : 

j2 



2mE 



d“0,(x) 2m _ _ . . ^ „ , . . ,? 

1 — — E Ojtx) = 0 ; E etant positive et on pose k T = 

dx" h 

Solution : <Dj(x) = A e lk I x + B e' lk I x 
Region II : 

d 2 O n (x) 2m 2 2m(E-U n ) 

h — — (E - U 0 ) ® n (x) = 0 ; E-Uo etant positive et on pose k 2 = 



dx" 



fi 1 



Solution : <D n (x) = C e lk n x + D e _lk n x 



avec : 

e^ kx correspond a une onde se propageant vers les x croissants (ici x>0) 
et e _ ^ kx correspond a une onde se propageant vers les x decroissants (ici x < 0) 

Le sens de deplacement de la particule definit le sens de propagation de l’onde incidente. 

Ici, la particule se deplace vers les x croissants (gauche -> droite), on a done : 

A e^ k l x = onde incidente et B e’^ <|X = onde reflechie 
C e* k H x = onde transmise et D e ^ < l |X = onde reflechie. 

Toutefois, la region II s'etend jusqu'a l’infini ===> il n’est done pas question d’obtenir une 
onde reflechie ===> D doit etre identiquement nulle. 



Cours de Mecanique quantique I 



22 



Chapitre 2 





Ainsi, on aura : ®j(x) = O inc (x) + O ref (x) pour x < 0 

et O n (x) = O trans (x) pour x > 0 

Par ailleurs, les conditions de continuity de la fonction et de sa derivee premiere 
imposent en x = 0 : 

<D I (0) = <D U (0) = 



et 



^ dx ^x=o 



=> A + B = C 

dO u (xF 



dx 



x=0 



soit 



B = 



k, - k 



ii 



ki + kj 



A et C = 



> ik| A - ik| B = ik u C 

2kj 



A- 



k n 

B = — C 
ki 



ii 



ki + kj 



A 



ii 



0 I (x) = Afe ik ' x + iil^e- ik i x ' 



ki + k u 



et O u (x) = 



2k, 



ki + k u 



A e 



ik u x 



A etant une constante arbitraire. 

Le point important ici est le resultat : B non nulle . En effet, pour une particule 
classique d’energie E > Uo, l’energie cinetique change de E a E - U 0 au passage de la marche 
de potentiel et elle continue son mouvement unifonne avec sa nouvelle vitesse apres cette 
marche. En quantique, on voit qu’il existe une probability de reflexion differente de zero 
puisque IBP donne la densite de probability pour que la particule, dans la region I, se deplace 
vers les x < 0 comine si elle avait rebondit sur la paroi de la marche et ce, bien que son energie 
est superieure a la hauteur de la barriere. 

La grandeur qui caracterise ce phenomene de rebondissement est le coefficient de 
reflexion R naturellement defini coniine le rapport du flux, F r , de particules reflechies au flux, 
F 1 , des particules incidentes. Ces particules se trouvent dans un cylindre de surface unite dS et 
de hauteur dl = v dt; (soit un volume elementaire dr=v dt dS). 

Flux incident : F 1 = n dP 1 

ou n est le nombre totale de particules et dP 1 la probability de trouver des particules incidentes, 
de vitesse v 1 , dans le cylindre. 

En notant par p 1 la densite de probability, on a evidemment: dP 1 = p 1 dx 1 = p 1 v 1 dt dS 
===> = n pi v^ dt dS. 

De meme pour le flux reflechi, on aura : 



F r = n p r v r dt dS. 

T-r r r . r 

„r pv r i_^r>P 
=> R = — = — - 0 rv=v i^>R=i— 

l i i 

P v P 



F 1 



avec p r = | B | 2 et p 1 = | A 



R = 



V 2 



k T + k n / 
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De la meme maniere, on defmit le coefficient de transmission T par : 



T = 



F 1 

lc 



pV 

pv 



c 



2 t 
V 



avec ■ 



|A 

T = 



|A 

2k, 



2 i 

V 1 



2 Vk : + V 

kn f 2kj ^ _ 4 kjk n 



i h k : 
v = — et v 
m 



k t Vki + V (k, + k n ) 2 



&ki 

m 



t_ "Mi 



et on vcrifie bien que T + R = 1: Conservation du nombre de particules. 

Les expressions de R et T en fonction de E et Uo seront done: 

2E-Uo-2 a /E(E-Uo) 4VE(E-Uo) 

R= V et T 

2E-Uo + 2 A /E(E-Uo) 2E-U 0 +2 a /E(E-Uo ) 

Exemple : E = 2 U 0 ====> R ~ 1/30 et T = 1 - R = 29/30 

Cela signifie que sur 30 particules incidentes, on a une particule qui subit une reflexion; les 29 
restantes franchissent la marche de potentiel. 

Remarques: 

- Quand E » Uo on a kj ~ k n et dans ce cas R=0 et T=l, on retrouve ainsi les 



resultats classiques. 

- Comine les rapports B/A et C/A sont reels (voir ci-dessus), il ne se produit aucun 
dephasage des ondes reflechie et transmise par rapport a l’onde incidente au passage de la 
marche de potentiel. 



ii) Cas ou E - U n < 0 

Le point de vue classique est simple: toutes les particules seront reflechies done 
aucune ne franchit la barriere. 

Le traitement quantique conduit a : 

. . , cfOjtx) , , 2 ^ „ ,2 2mE „ _ „ 

region i : — — + kj ffiifx) = 0 avec kj , E etant > 0 

dx 2 h 2 

solution : dq(x) = A e'^ <|X + B e ===> comportement sinusoidal. 

, . TT (x) 2 ^ , n 0 ,2 2m(Uo - E) 

region II . k u O u (x) = 0 avec k u 

dx 2 It 

solution : Oj[(x) = C e + d e + ku x ===> comportement exponentiel. 

La fonction Ojj(x) doit etre bomee a ± oo (elle Test deja a - oo ) 

===> D est identiquement nulle ; soit : 
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0j(x) = A e lk l x + B e -lk l x p 

et © u (x) = Ae“ k n x p 

Les conditions de continuity imposent: 

A + B = C et ikj ( A - B) = - k n C 

k. - iki. _ 2k> 

soit B = A et C = A 

k| + ik u k| + ik u 

On aura done: 

0 I (x)=A('e ik|X + 



at fTA ( 



0](x) : onde sinusoidale formee d’une onde incidente et d’une onde reflechie. 
© u (x) : une exponentielle decroissante. 

r I td 1 2 
v | t> | 

Le coefficient R = — ! => R = 1 et par suite T = 0 

v 1 A 2 



On peut done interpreter ce resultat comine une onde totalement reflechie. Ici nous 
sommes done en accord avec la mecanique classique. Cependant dans la region fl, la 
mecanique quantique montre que la probability de presence des particules n’est pas 
rigoureusement nulle e'est a dire que les particules peuvent se manifester au debut de la region 
interdite classiquement. Bien sur, il n'y a pas de terme de propagation mais on observe une 
amplitude a decroissance exponentielle correspondant a ce qu'on appelle en optique: une 
"onde evanescente". 



La densite de probability dans cette region est : 

P u (x) = Ou(x) O u (x) = | A | 2 | ^ k .' I 2 e _2kllX 

11 k : + ik n 

p n (x) decroit exponentiellement avec x et d’autant plus rapidement que Uo est plus grande que 
E (k n etant proportionnel a A U 0 -E ). Remarquons enfin que le rapport A/B est ici 



complexe: la reflexion de l’onde se fait done avec un dephasage qui, physiquement, est du au 
retard que prend la particule en penetrant dans la region x > 0. 

En resume, on a la figure 5 ci-dessous : 




E>U 0 



Fig. 5 



E<Uo 
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L'etude de cet exemple montre que, quelque soit l’energie E, nous trouvons toujours 
des solutions finics a l’infini et nous voyons qu’il n'y a pas quantification de l'energie. Cela est 

normal car la particule n'est pas confinee dans une region finie de l’espace; un cas particulier 

2 

du probleme etudie est celui de la particule fibre (Uo = 0) dont l’energie, egale a p /2m, prend 
toutes les valeurs positives sans restriction. Le genre d’information que nous avons tire de 
l’equation de Schrodinger dans la situation actuelle est de toute autre nature; il ne s'agit plus de 
determiner des niveaux, mais des probability de transmission et de reflexion pour une 
particule qui arrive sur une marche de potentiel. Nous avons ici, une schematisation a une 
dimension des problemes de diffusion par un centre de force, problemes qui seront abordes 
ulterieurement. 

Enfin, il est important de souligner que la representation du systeme par un paquet 
d'onde (paragraphe precedent) correspond a une situation plus realiste. L'etude du 
comportement du paquet d’onde permet en effet de decrire correctement le mouvement d’un 
systeme physique. 



U(x) 



b. Puits plat infini a une dimension 

Soit une particule d’energie E soumise a l’energie potentiel U(x) tel que (figure 6) : 
U(x) = 0 si0<x<a 
U(x) = oo si x < 0 ou x > a 
Classiquement , ce probleme correspond a une 
particule confinee dans l’intervalle [0,a] ; elle possede une 
energie E quelconque et rebondit sur les "murs de 
potentiel". 

Quantiquement, la particule se trouve confinee 
dans l’intervalle [0,a] sa probability d’exister en dehors est 
identiquement nulle ; on verra que son energie sera 
quantifiee cad seule des valeurs discretes sont permises. 



oo 



-i?t 



0 



La fonction d’onde de la particule est : fl^xfi) = O(x) e ^ et 0(x) verifie l’equation: 

d 2 0(x) 2m _ ... „ d 2 0(x) , 2 ^ , „ ,2 2mE 

— - H — — E O(x) = 0 ou + k“ O(x) = 0 avec kf = — — 

dx- n 2 dx 2 n 2 

i fi y 1 ly - y 

Elle admet comine solution generale : ===> ®(x) = A e ' + B e 

et cette fonction doit satisfaire aux conditions aux limites : (seule la fonction est continue) 

®(0) = 0 ===> A = - B et on aura 0(x) = 2i A sin k.x = C sin k.x 

0(a) = 0 ===> sin k.a = 0 soit k.a = mr avec n entier 



done 



, n;r 
k = — 



Fig. 6 
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II en resulte la quantification 

2*2 

. , , , . . 7t « 9 T- 

- de 1 energie, soit : h = — n = b n 

2ma~ 

Tlfl 

- de 1’ impulsion p=lik soit : p = — n = p n 

a 

2 

La condition de normalisation entraine 1C I =2/a 



et la fonction d’onde peut s’ecrire : 

O(x) = - sin— x = ® n (x) 
V a a 



L’allure des 4 premieres fonctions d’onde est 
representee ci-contre (Fig. 7). On note que : 

- le nombre de noeuds est n-1 (homes exclues) 

2a 

- la periode spatiale est : X = — 

n 




Remarques 

- La quantification est liee aux conditions aux limites imposees a la fonction d’onde. 

- La valeur propre n=0 n’a pas de sens physique car on aura : ®(x)=0. 



c. Generalisation a trois dimensions - Particule engagee 
Soit une particule enfennee dans une boite parallelepipedique de cotes a, b, c. On 
considere que cette particule ne peut sortir de cette boite et que son energie potentielle est, par 
suite, infini sur les parois. Nous nous placons dans la situation ou le potentiel est constant a 
l’interieur de la boite; par un choix convenable de l'origine des energies, nous prendrons cette 
constante egale a 0. On a done: 

U( ? ) = 0 si 0<x<a,0<y<bet 0<z<c 
et U( r ) = oo a l’exterieur de la boite 

Prevision classique: la particule, astreinte a se mouvoir dans la cavite, peut prendre 
n'importe quelle energie positive. 

L’interpretation quantique de ce phenomene est realisee en resolvant l’equation de 
Schrodinger. Comine le potentiel est infini a l’exterieur, on ne trouvera de solution bomee a 
cette equation que si la fonction d’onde s’annule dans cette region. On a done: 

/T ( d 2 d 2 d 2 ^ 

a l’interieur de la boite : — — — -4 — H ®(x,y,z) = E ®(x,y,z) (**) 



2m 1 dx 



et a l’exterieur de la boite : ®(x, y, z) = 0 
avec les conditions aux limites : 

®(x=0, y, z) = 0 ®(x, y=0, z) = 0 ®(x, y, z=0) = 0 

®(x=a, y, z) = 0 ®(x, y=b, z) = 0 ®(x, y, z=c) = 0 
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L’equation (**) est separable et sa solution generale est un produit de trois fonctions 
ne dependant chacune que d’une variable : 

®(x, y, z) = f(x) . g(y) . h(z) 

En portant dans (**), on obtient : 



1 d 2 f 



1 d 2 g 1 d 2 h 2 
-a 



2mE 



avec a~ = 



f dx" g dy h dz~ h z 

Le membre de gauche de cette equation ne depend que de x et le membre de droite ne 
depend pas de x. chacune des deux membres est done egal a une constante C. Par ailleurs, 
coinme cette equation est symetrique en x, y, z, on a finalemcnt : 



ld^ id^g , et id^h 

f dx 2 g dy 2 h dz 2 



= C" avec C + C' + C" = -a 2 



Ces trois equations sont du meme type, il suffit d’en resoudre la premiere par 
exemple. Trois cas se presentent : 

* Si C > 0 (que l’on pose = k x 2 ) ===> f(x) = A e kx>x + B e~ k x x . 

Mais la condition f(0) = f(a) = 0 ===> A + B = A e kx& + B e _kxa = 0 
soit A = - B et A sh k x a = 0 et on aura A = 0. 

La solution est identiquement nulle et done sans interet physique. 

* Si C = 0 — > f(x) = Ax + B 

Mais f(0) = f(a) = 0 entraine A = B = 0 et on est ramene au cas precedent. 

* Si C < 0 (que l’on pose = - k x 2 ) ===> f(x) = A e lkx>x + B e“ lkx - x . 
f(0) = 0 entraine A = - B et on aura f(x) = 2i A sin k x .x 

f(a) = 0 ===> sin k x .a = 0 soit k x .a = n x 7t avec n x entier; 
done k x 2 = (n x ?r / a) 2 = - C 

En operant de meme pour g(y) et h(z) on obtient pour la fonction 0(x, y, z) : 

®(x, y, z) = N sin k x .x . sin k y .y . sin k z .z 

avec k x = n x Ti / a , k y = n y 7i / b et k z = n z 7i / c 

N est une constante que l'on determine par la condition de normalisation, n x , n y et n z sont des 
entiers. 

La relation C + C' + C" = - a se traduit par : 

a 2 = k x 2 + k y 2 + k z 2 = n 2 [ (n x /a) 2 + (n y /b) 2 + (n z /c) 2 ] 

2 2 

Or on a pose a" = 2mE/h , d’ou la quantification de l’energie : 



E 

n x n y n z 



f 2 2 
n n 

2m 




V 



J 
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On trouve ici que les conditions aux limites imposees aux fonctions d’onde entrainent 
une quantification des niveaux d’energie . Ces derniers ainsi que les fonctions d’onde sont 
fixees par la donnee des trois nombres quantiques. Nous pouvons remarquer ici que plusieurs 
triplet distincts d’entier (n x , n y , n z ) peuvent donner a ^w K ,n y ,r\ v l a meme valeur tout en 

definissant des fonctions d’onde distinctes c'est a dire que pour une valeur donnee de l’energie, 
il correspond plusieurs fonctions d’onde. On dit que alors que le niveau d’energie est degenere 
et son degre de degenerescence est egal au nombre de fonctions associees. 

Pour illustrer ces questions de degenerescence, placons nous dans le cas ou la 
particule est enfennee dans une boite cubique; soit a = b = c. Dans cas, on aura : 



n x n y n z 



f 2 2 
n n 

2ma^ 



n 



n 



n 



II est alors evident que tout niveau caracterise par trois nombres quantiques differents (n x , ny, 
n z ) est au moins 6 fois degenere puisqu'il existe 6 facons de distribuer ces 3 valeurs differentes 
entre les 3 nombres (n x , ny, n z ). A noter aussi qu'a ces degenerescence systematiques, peuvent 
s'aj outer des degenerescences fortuites dues a certaines coincidences numeriques: ainsi E| 15 
= E 3 3 3 car 1" + 1" + 5 = y + 3" + 3" etc ... La fonction d’onde associee s’ecrit done : 



dV n v n 7 (x, y, z) = N sin — 

x y z o 



. n y ii . nn 
x . sin — — y . sin — z 



En posant E^ = 



*2 2 
n n 

2 ma 2 



(energie fondamentale a une dimension), on obtient les 



niveaux d’energie suivants et les fonctions d’onde associees : 



1 lEf ^3 lb ^131 ’ ^113 

10Ef O 0 i3 , O 031 , O 103 , O 130 , O 301 , O 310 

9Ef 0 12 2 , <1*212 ’ <1*221’ ^003’ ®030’ <^300 

8Ef O 02 2 , <1*202 ’ <^*220 

6Ef <1*112 ’ ^*121’ <1*211 

5Ef O 012 , O02I ’ <1*102 ’ <1*120’ <1*20 1’ <1*210 

4Ef ^*002’ <1*020 ’ <^*200 

3E f Olll 



Remarques : 

i) La presence de niveaux degeneres apparait dans le cas ou la symetrie est la plus 
grande (cube) ; elle disparait (on dit qu’elle est levee) des que les 3 aretes du parallelepipede 
sont differentes c'est-a-dire quand on rompt la symetrie. Cette remarque est, en fait, generale. 

ii) L’energie Ef etant inversement proportionnelle au carre de l’arete a du cube. Elle 

tend vers zero quand a devient infmiment grand. Done, quand l’espace dans lequel est 
confinee la particule augmente indefiniment, son spectre d’energie devient continu. 
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